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Сызықты интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт жүйесi үшiн керi есеп

1 Есептiң қойылымы

Бұл дәрiс алдыңғы 3-4 дәрiстерде қарастырылған керi есебiнiң дербес жағдайы, нақтырақ айтқанда,

теңдеулер жүйесiнде конвективтi мүшесi болмағанда уақыт бойынша глобалды әлсiз және әлдi ше-

шiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы дәлелденедi. Жоғарыда қарастырылған керi есептiң сызықты

жағдайда глобалды шешiмдерiнiң бар болуы мен жалғыздығы [1, 2] жұмыстарда зерттелiндi. Алайда,

қарастырылып отырған керi есептердiң уақыт бойынша глобалды әлсiз және әлдi шешiмдерiнiң бар

болуы есептiң берiлгендерiне шектеу қою арқылы тұжырымдалады. Сызықты Кельвин-Фойгт жүйесi

үшiн керi есептi қарастырайық

ut − κ∆ut − ν∆u −
tˆ

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t) (1.1)

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.3)

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.4)ˆ
Ω

uωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.5)

Айталық, есептердiң берiлгендерi келесi шарттарды қанағаттандырсын дейiк.

u0(x) ∈ V; (1.6)

ωωω(x) ∈ V, e(t) ∈ W 1
2 ([0, T ]); (1.7)

(u0,ωωω)2,Ω = e(0); (1.8)

K(t) ∈ L2([0, T ]) : ∥K(t)∥L2([0,T ]) ≡ K0 < ∞. (1.9)

Онда (1.1)-(1.5) керi есебiне эквиваленттi u функциясын табуға арналған тура есебi (1.3) бастапқы

және (1.4) шекаралық шарттарды, сондай-ақ

ut − κ∆ut − ν∆u−
t́

0

K(t− s)∆u(s)ds+∇p =

F2(u, t)g(x, t), div u(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(1.10)
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теңдеудi қанағаттандырады, мұндағы F2(u, t) функционалы

F2(u, t) :=
1

g0(t)

(
e′(t) + κ (∇ut(t),∇ω)2,Ω +

ν (∇u(t),∇ω)2,Ω −
tˆ

0

K(t− s) (∇u(s),∇ω)2,Ω ds

 (1.11)

өрнекпен анықталады.

Лемма 1.1. Айталық, (1.6)-(1.8) шарттар орындалсын. Онда (1.1)-(1.5) керi есебi (1.10), (1.3), (1.4)

тура есебiне эквиваленттi.

Дәлелдеуi 1.1. Бұл лемма аналогты түрде 1.1-лемма секiлдi дәлелденедi.

Ендi (1.10), (1.3), (1.4) тура есебiнiң әлсiз шешiмiнiң бар болуы туралы келесi теорема орынды.

Теорема 1.1. Айталық, (1.6)-(1.9) ұйғарымдары және қандай да бiр m оң саны табылып келесi шарт

орындалсын
κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ωωω∥2V ≤ m < 2. (1.12)

орындалсын. Онда QT цилиндрiнде (1.10), (1.3), (1.4) тура есебiнiң u(x, t) әлсiз шешiмi бар болады,

сонымен бiрге 1.1-лемма бойынша оған эквиваленттi (1.1)-(1.5) керi есебiнiң әлсiз шешiмi табылады

және ол барлық t ∈ (0, T ] үшiн келесi бағалауды қанағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T1;L2(Ω)∩V) + ∥u∥2L2(0,T1;V) + ∥ut∥2L2(0,T1;L2(Ω)∩V) ≤ C, (1.13)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.

Доказательство. Соңғы тұжырым аналогты түрде 3-дәрiстегi (1.1)-(1.5) керi есебiнiң шешiмдiлiгi

секiлдi (1.1)-(1.5) керi есебi үшiн де дәлелденедi. Нақтырақ айтқанда, (1.10), (1.3), (1.4) тура есебiнiң

әлсiз шешiмi барлық t ∈ (0, T ] үшiн (1.13) априорлық бағалауды қанағаттандыратын көрсету жеткiлiк-

тi. Ал дәлелдеу алгоритмi 3-дәрiстегi 1.1-теореманың дәлелдеуi секiлдi жүргiзiледi.

Демек, конвективтi мүше болмаған жағдайда 3-дәрiстегi (1.25) және (1.26) өрнектерiн ескерiп және

оларды бiрiктiрсек, онда

1

2

d

dt

(
∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

)
+ ν ∥un(t)∥2V +

∥un
t (t)∥

2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V = −

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un(t))2,Ω ds−

tˆ

0

K(t− s) (∇un(s),∇un
t (t))2,Ω ds+ F2(u, t) (g(t),u

n
t (t))2,Ω +

F2(u
n, t) (g(t),un(t))2,Ω .

(1.14)
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теңдiгi алынады, мұндағы F2(u
n, t) функционалы (1.11) өрнекпен анықталған және

|F2(u
n, t)| ≤ 1

k0
[|e′(t)|+ κ ∥un

t ∥V ∥ω∥V +

ν ∥un∥V ∥ω∥V + ∥ω∥V K0

 tˆ

0

∥un(s)∥2V ds


1
2

 .

(1.15)

бағалауын қанағаттандырады.

Соңғы (1.14) теңдiктiң оң жағын бағалау үшiн бiрiншi және екiншi қосылғыштарға, сәйкесiнше, 3-

дәрiстегi (1.28) және (1.29) бағалауларды қолданып, ал үшiншi және төртiншi қосылғыштарын, сәй-

кесiнше, 3-дәрiстегi (1.30) және (1.31) бағалауларын негiзге ала отырып (1.15) өрнектi бiрге ескерiп

бағалағанда

z(t) := 1 + ∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) ∥un(t)∥2V

функциясы үшiн келесi дифференциалдық теңсiздiк шығады

z′(t) + ν ∥un(t)∥2V + α ∥un
t (t)∥

2
2,Ω + β ∥un

t (t)∥
2
V ≤

C1

tˆ

0

z(s)ds+ C2z(t) + C3(t),
(1.16)

мұндағы

α := 2

(
1− ε2 + ε3

2

)
; β := 2

(
κ − ε1

2
− κ3

ε2k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥2V

)
;

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

2K2
0

ε1
+

2K2
0

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥2V

)
;

C2 :=
1

ν + κ

(
ε3 + ε2 +

2ν2

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥2V

)
;

C3(t) :=
2

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω |e′(t)|2 .

Ендi ε2 =
2eε − 1

eε
; ε3 =

sin ε

eε
; ε ∈

(
0,

π

2

)
таңдасақ және ε1−дiң сәйкес мәнi үшiн

κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥2V ≤

m < 2 теңсiздiгiнiң жоғарғы шекарасын m−нен 2−ге дейiн кеңейтуге болады. Алайда, ε1 саны m > 2

болатындай таңдалмауы керек, себебi α > 0 болғандығынан ε2 < 2.

Ендi (1.16) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап, 3-дәрiстегi (1.24) өрнектi қолдансақ,

келесi интегралдық теңсiздiк шығады

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) + α ∥un
t ∥

2
L2(QT ) + β ∥un

t ∥
2
L2(0,T ;V) ≤

C5

tˆ

0

z(s)ds+ C6,
(1.17)
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мұндағы

C4 = C1T + C2; C5 = 1 + ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V +

tˆ

0

C3(s)ds.

Сөйтiп, (1.17) өрнектiң сол жағындағы екiншi, үшiншi және төртiншi қосылғыштарды ескермей сызы-

қты Гронуолл теңсiздiгiн қолданғанда

z(t) ≤ C5e
C4T (1.18)

бағалауы тұжырымдалады.

Егер (1.18) бағалауды (1.17) өрнектiң оң жағына ескерiп, сондай-ақ, екi жағынан t ∈ [0, T ] бойынша

супремум алсақ, онда келесi әлсiз шешiм үшiн априорлық бағалау қорытылады

sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥22,Ω + (ν + κ) sup
t∈[0,T ]

∥un(t)∥2V + ν ∥un∥2L2(0,T ;V) +

α ∥un
t ∥

2
L2(QT ) + β ∥un

t ∥
2
L2(0,T ;V) ≤ M := M(T,C4, C5).

(1.19)

Теорема 1.2. Айталық, 1.1-теореманың барлық шарттары орындалсын. Сонымен қатар, 3-дәрiстегi

(1.49) шарт орынды болсын. Онда (1.10), (1.3), (1.4) тура есебiнiң әлдi шешiмi бар болады сонымен

бiрге 1.1-лемма бойынша оған эквиваленттi (1.1)-(1.5) керi есебiнiң әлдi шешiмi табылады және ол

барлық t ∈ (0, T ] үшiн 3-дәрiстегi (1.73) бағалауды қанағаттандырады.

Дәлелдеуi 1.2. Бұл теорема дәлелдеу үшiн (1.10), (1.3), (1.4) тура есебiнiң әлдi шешiмi барлық t ∈

(0, T ] үшiн 3-дәрiстегi (1.50) априорлық бағалауды қанағаттандыратын көрсету жеткiлiктi. Дәлелдеу

алгоритмi 3-дәрiстегi 1.2-теореманың дәлелдеуiне ұқсас түрде жүргiзiледi.

Демек, 3-дәрiстегi (1.52) өрнегiне аналогты энергетикалық теңдiк келесi түрде болады

ν

2

d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V =

−
tˆ

0

K(t− s)
(
∆̃un(s), ∆̃un

t (t)
)
2,Ω

ds+ F2(u
n, t)

(
g,−∆̃un

t (t)
)
2,Ω

,

(1.20)

Ендi (1.20) оң жағын бағалау үшiн Гельдер және Юнг теңсiздiктерiн (1.15) өрнекпен бiрге қолданғанда

ν
d

dt

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+ κ
∥∥∥∆̃un

t (t)
∥∥∥2
2,Ω

+ ∥un
t (t)∥

2
V ≤

2

κ

K2
0

tˆ

0

∥∥∥∆̃un(s)
∥∥∥2
2,Ω

ds+ |F2|2 ∥g(t)∥22,Ω

 .

(1.21)
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Cөйтiп, (1.21) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдап және әлсiз шешiм үшiн алынған

априорлық бағалауларды ескерсек, онда төмендегi интегралдық теңсiздiк алынады

ν ∥Aun(t)∥22,Ω + κ
tˆ

0

∥∥∥∆̃un
t (s)

∥∥∥2
2,Ω

ds ≤ C7 + C8

tˆ

0

ν
∥∥∥∆̃un(s)

∥∥∥2
2,Ω

ds, (1.22)

мұндағы

C7 := ν
∥∥∥∆̃u0

∥∥∥2
2,Ω

+
3

κ
∥g∥2L∞(0,T ;L2(Ω))

T̂

0

|F2(s)|2 ds < ∞,

C8 :=
2

νκ
K2

0T < ∞.

Демек, (1.22) өрнекке Гронуолл теңсiздiгiн ескерсек, онда келесi бағалау алынады∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

≤ 1

ν
C7e

C8T , ∀t ∈ (0, T ) (1.23)

Егер (1.22) өрнектiң екi жағынан t ∈ [0, T ] бойынша супремум алып және (1.23) бағалауды қолдансақ,

онда төмендегi бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∆̃un(t)
∥∥∥2
2,Ω

+
∥∥∥∆̃un

t

∥∥∥2
L2(QT )

≤ C := C(ν,κ, C7, C8, T ) < ∞. (1.24)

(1.1)-(1.5) керi есебiнiң жалғыздығы туралы келесi теорема орынды.

Теорема 1.3. Айталық, 1.1-теореманың шарттары орындалсын. Онда (1.1)-(1.4), (1.11) есебiнiң әлсiз

шешiмi жалғыз болады.

Дәлелдеуi 1.3. Бұл тұжырымның дәлелдеуi 3-дәрiстегi 1.3-теореманың дәлелдеуiне аналогты түрде

тұжырымдалады, сондықтан дәлелдеусiз қалдырдық.
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